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ESDE que Baumol (1) en el afio 1952 formulé su modelo de saldo de
D caja basandose en que el dinero puede ser tratado como un bien,
al cual se le puede aplicar la teoria de inventarios, ha ido apare-
ciendo una gran cantidad de modelos en esta misma linea. El objetivo de
todos ellos es encontrar el saldo 6ptimo de gestién, es decir, aquel saldo
que minimice los costes de tener dinero liquido, a saber: a) los costes
de oportunidad de mantener efectivo con nula rentabilidad; b) los costes
de transaccién de invertir y desinvertirlo en alguna otra alternativa fi-
nanciera, y ¢) los costes de penalizacién en caso de incurrir en saldos
negativos o rebajar algin nivel de seguridad prefijado. El modelo de
Baumol es deterministico, estatico de dos alternativas financieras: dinero
en efectivo y titulos a corto plazo con poco riesgo. Los autores que pos-
teriormente han desarrollado el modelo de Baumol han ido incluyendo:

(1) W.J. BaumoL, «The Transactions Demand for Cash: An Inventory Theoretic
Approach», Quaterly Journal of Economics, vol. LVI, 1952, pags. 545-556.
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— la incertidumbre,
— el tiempo,
— una tercera alternativa financiera.

Hay modelos para cualquier combinacién de estos factores. Un mode-
lo que incluye la incertidumbre es el de Miller-Orr (2), y los mismos auto-
res amplian su modelo a tener en cuenta tres alternativas financieras en
otro articulo (3). Los modelos que tienen en cuenta tanto el tiempo como
la incertidumbre suelen ser formulados como modelos dé programacién
din4mica, ejemplos de ellos son los modelos de Eppen-Fama (4), Girgis (5),
Neave (6) y Chitre (7). La tercera alternativa financiera incluida puede
ser titulos a largo plazo, como en los modelos de Eppen-Fama (8) y el de
Miller-Orr ya citado, o la posibilidad de conseguir préstamos como en el
modelo de Elton-Gruber (9).

Tradicionalmente, los motivos por los cuales las empresas mantienen
dinero en efectivo son los de transaccién, de precaucién y de especula-
cién. El primero se debe a la falta de sincronizacién entre los cobros y
pagos; el modelo de Baumol es aplicable en-este caso, al igual que otros
modelos deterministicos. El motivo dé precaucién se debe a que no todos
los cobros y pagos son previsibles y se hace necesario mantener saldos de
caja por encima del nivel estrictamente necesario por el motivo de transac-
cién si no se quiere incurrir en saldos negativos. Sin embargo, al intro-
ducir la incertidumbre, se hace dificil distinguir entre si el saldo se man-
tiene por motivos de transaccién o de precaucién y la mayoria de los

(2) M. H. MiiLer y D. ORR, «A Model of the Demand for Money by Firms,
Quaterly Journal of Economics, vol. LXXX, 1966, pags. 417-435.

(3) M. H. MuiLeEr y D. ORR, «The Demand for Money by Firms: Extensions
of Analytical Results», Journal of Finance, vol. XXIII, num. 5, 1968, pags. 735-759.

(4) G. D. EppeN y E. F. FaMa, «Cash Balance and Simple Dynamic Portfolio
Problems with Proportional Costs», InternaZzonal Economic Review, vol. 10, nam. 2,
1969, pags. 119-133.

(5) 'N. M. Gire1s, «Optimal Cash Balarice Levels», Maragement Science, vol. 15,
nam. 3, 1968, pags. 130-140.

(6) E. H. Neave, «The Stochastic Cash Balance Problem ‘with Fixed Costs for
Increases and Decreases», Management Science, vol. 16, nim. 7, 1970 pags. 472-490.

(7) V. CHITRE, <A Dynamic Programming Model of Demand for Money with
a Planned Total Expenditure», International Economic Revzew vol. 13, ntm. 2,
1972, pags. 303-323.

(8) G.D.EreeEN y E. F. FAMa, «Three Assett Cash Balance and Dynamic portfolio
prob‘ems», Management Science, vol. 17, nim. 5, 1971, pags. 311.319,

“(9) E.J. Erton y M. J. GRUBER, «On the Cash Balance Problem» Operatzonal

Research Quaterly, vol. 25, nam. 4, 1974,
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modelos los tratan conjuntamente. Sin embargo, no todos los autores
estan de acuerdo con esta practica, ver, por ejemplo, Sprenkle (10) y
Sprenkle-Miller (11), que consideran que se incurre en errores al no
diferenciar entre estos dos motivos. El motivo de especulacién se debe
al interés de poder aprovechar inversiones temporales con alta renta-
bilidad si se presentan, pero es un tema que estd fuera del ambito de la
gestién «normal» del efectivo, y por ese motivo no citaremos ningin mo-
delo formulado en este sentido.

Los modelos dindmicos estocéasticos, es decir, los que tienen en cuenta
tanto la aleatoriedad en los cobros y pagos como el desarrollo en el
tiempo del saldo de caja, son los mas completos desde el punto de vista
tedrico, pero tienen su dificultad en su resolucién debido a que no existe
ningtn algoritmo generalmente aplicable a ellos como es el caso de los
modelos de la programacién lineal y el algoritmo simplex. Sin embargo,
existe la posibilidad de transformar el modelo dindmico en uno lineal si
el horizonte temporal considerado es infinito. Este método fue desarro-
llado primeramente por Manne (12) y después por d’Epenoux (13) y por
Ghellinck-Eppen (14). No es necesario formular primero el modelo di-
némico, sino se puede formular directamente el modelo lineal, lo que
resulta més facil. Otra ventaja es que el modelo lineal es mucho mas
flexible que el dindmico y permite la introduccién de variantes imposibles
o muy complicadas de introducir en el modelo dindmico como, por ejem-
plo, la estacionalidad en los cambios netos de caja. Otra ventaja adicional
es que el modelo lineal permite efectuar un andlisis de sensibilidad y
paramétrico, de gran ayuda en caso de dificil estimacién de los para-
metros. ‘

Nuestro objetivo es la formulacién de un modelo de saldo de caja
como modelo lineal directamente sin pasar por el modelo dindmico, in-
troduciendo, por una parte, una tercera alternativa financiera, que sera
titulos a largo plazo, y, por otra parte, la estacionalidad en los cambios

(10) C. M. SPRENKLE, «On the precautionary demand for assettss, Journal of
Banking and Finance, 1985, pags. 499-515.

(11) C. M. SprENKLE y M. H. MILLER, «The Precautionary Demand for Narrow
and Broad Money», Economica, 47, 1980, pags. 407-421.

(12) A. S. MANNE, «Linear Programming and Sequential Decisions», Management
Science, 1960, pags. 259-267.

(13) F. D’EPENOUX, «Sur un Probléme de Production et de Stockage dans
T'aléatorie», Revue Frangaise de Recherche Operationelle, nim. 14, 1960, pags. 13-16.

(14) G. T. peE GuerLinek v G. D. EppeN, «Linear Programming Solutions for
Separable Markovian Decision Problems», Management Science, vol. 13, num. 5,
1967, pégs. 371-39%4.
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netos de caja. En primer lugar, explicaremos la formulacién del modelo
lineal general que sirve de base para resolver el modelo dindmico esto-
céstico para después ampliarlo con la introduccién de las variantes men-
cionadas. En las conclusiones trataremos de la aplicabilidad del modelo
desarrollado.

1. MODELO LINEAL GENERAL

El problema es el siguiente: al principio de un periodo el saldo
de caja puede encontrarse en N estados posibles, simbolizados con i
(i=1, 2, ..., N). En periodos iguales de tiempo (¢=0, 1, 2, ...) hay que
decidir si se cambia este nivel i, y en caso afirmativo, hasta que nivel j se
debe llevar. Por supuesto, existe la posibilidad de no hacer nada. La eje-
cucién de las decisiones se considera instantdnea y ocurre al principio
de un periodo. Entre dos decisiones consecutivas se dan entradas y sali-
das al saldo de caja, cuyo efecto neto puede ser positivo o negativo. Los
cambios netos de caja son una variable aleatoria con una funcién de pro-
babilidad conocida o posible su estimacién. Para facilitar los cdlculos se
suele anotar los cambios netos al final de un periodo. El hecho de que
los cambios netos de caja pueden ser positivos o negativos diferencian
los modelos de saldo de caja de los modelos de inventarios donde «la
demanda» nunca es negativa.

Los costes que intervienen en el modelo son los costes de transacmén
de llevar el saldo del estado i al j, los costes de opertunidad y de pena-
lizacién de empezar y finalizar respectivamente un periodo en el esrado j-
Simbolizaremos los costes de transaccién como:

Ktl+cu(i_i) Si j>i
G, )=10 L sij=i

Kd+cd(i—j) ) si i<i

donde K. y K son los costes fijos de incrementar o disminuir el saldo
respectivamente, y ¢. y ca los costes variables unitarios correspondientes.
La formulacién de £(i, /) es general y permite obtener los casos espe01a1es
que se pueden dar. Por ejemplo, si sélo intervienen los costes fijos basta
fijar los c. y ¢s con valor cero, y analogamente fijar los K y K con valor
cero si sélo intervienen los costes variables. TR !
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Los costes de oportunidad vienen determinados por la expresién:
LD =ci(j—M) sij>M

donde ¢, son los costes unitarios de oportunidad y M es el nivel minimo
fijado para el saldo de caja, por debajo del cual no es conveniente que se
mantenga; en muchos casos se fija en cero.

Si al principio del periodo cambiamos el saldo de caja hasta el nivel j,
no es seguro que lleguemos a este nivel al final del mismo, ya que duran-
te el periodo habrdn cambios netos de caja, pero conociendo la funcién
de probabilidad de éstos podemos calcular la probabilidad de llegar a
distintos niveles j del saldo. Como los costes de penalizacién dependen
del nivel j alcanzado, seran también una variable aleatoria cuyo valor
esperado podemos calcular.

Si simbolizamos:

d =cambios netos de caja
p(d) =funcién de probabilidad de d
¢, . =coste unitario de penalizacién

los costes esperados de penalizacién serédn:
L(G) =%, _uc,(M—j) p(d) sij<M

El objetivo es la minimizacién de la suma de los costes durante el
horizonte temporal considerado. Para la minimizacién formulamos la
siguiente funcién de recurrencia:

Il’lil'l. (Kll+cll(j_i) +L(/) + azdf"—l (]+d) p(d))

i>i
fa(d) =
min,_; (Ka+ca(i—j)+L{) +oZdfnts (j+d) p(d))
donde: |
fn(i) =0
o =factor de actualizacién

y los demas simbolos tienen el significado explicado anteriormente.
Este es un modelo de saldo de caja dindmico estocéstico y puede ser
resuelto mediante:
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— método de aproximaciones sucesivas,
— método de mejora de politicas,
— método de la programacién lineal.

Los dos primeros no tienen ningtn algoritmo generalmente aplicable
a ellos, lo que dificulta su utilizacién. En cambio, para el tltimo podemos
usar el algoritmo simplex.

Como ya mencionamos, este ultimo método fue primeramente des-
arrollado por Manne y después por otros autores. Se basa en que un
modelo de programacién dinadmica estocéstica se puede considerar equi-
valente a un proceso de Markov, donde cada transicién de un estado a
otro implica un coste o un rendimiento. Suponiendo un horizonte tem-
poral infinito, este proceso ha llegado a su estado de equilibrio, que en la
practica ocurre en pocos periodos. En equilibrio se cumple que la pro-
babilidad de encontrarse en un estado particular al principio de un pe-
riodo es la misma que al final y es lo que sefialan las restricciones del
modelo. Como funcién objetivo se puede tomar la minimizacién de los
costes medios por periodo, como en el modelo de Manne, o la minimi-
zacién de los costes totales esperados, como en el modelo de Ghellinck-
Eppen, que se veran en la obligacién de actualizar la corriente de costes.
El modelo de estos ultimos autores tienen menos problemas de degene-
racién que el modelo original de Manne, si el tamafio del modelo es
grande, y por ese motivo utilizamos la formulacién de Ghellinck-Eppen,
que desarrollaremos a continuacién.

‘Tenemos un sistema con N estados iniciales posibles (1, 2, ..., N). En
puntos discretos de tiempo (¢=0, 1, ...) hay que elegir una alternativa ¢
de un conjunto de alternativas posibles. En nuestro caso seri llevar el
saldo de caja al estado final j y, por tanto, el niimero de alternativas g
sera N, igual que el de estados posible. Las variables de decisién del mo-
delo, las X, son las probabilidades conjuntas de empezar el periodo
en el estado i’y tomar la decisién g, y, por tanto, habran en total iX g va-
riables. Tanto i como ¢ varia entre 1 y N, asi que el nimero de variables
se puede expresar como N XN.

Una vez elegida la alternativa ¢ podemos obtener:

— el coste de transicién del estado i al j, que depende de i y la alter-
nativa ¢. La simbolizamos con Ci,. En este coeficiente estan in-
-cluidos los tres componentes del coste; los costes de transaccién,
de oportunidad y de penalizacién. En total habran iXgq coefi-
cientes; B '
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— una distribucién de probabilidades de transicién de un estado a
otro del proceso de Markov, simbolizada con p;(g), que depende
tanto de la alternativa g como de la funcién de probabilidad de los
cambios netos de caja.

El modelo es:

(Min) Z= ZiZinquq

sujeto a:
2, X jqg—o0Zipy(g) Xig=B; Vi
X iq = 0
B; un valor arbitrario que cumple
Bi=0 y Zfi=1

La funcién objetivo indica la suma de los costes para todas las com-
binaciones de i y g y el objetivo es la minimizacién de éstos. El primer
término de las restricciones sefialan la probabilidad de empezar el pe-
riodo en el estado j (para todas las alternativas g). El segundo término
indica la probabilidad de encontrarse en el estado j al final de un periodo,
empezandolo en el estado i, tomando la decisién g. En el modelo de
Manne estas dos expresiones son iguales, ya que en equilibrio coinciden
estas probabilidades, pero en el modelo de Ghellinck-Eppen la expresién
cambia a la que vemos arriba por la actualizacién de la corriente de cos-
tes. Las B; son valores arbitrarios que se fijan segtn las condiciones des-
critas, ‘pero sin incluir éstas como restricciones en el modelo. El namero
total de restricciones serd i o, lo que es lo mismo, N.

La solucién del modelo dara una tnica variable positiva X;, para cada
estado i, lo que permite después deducir las reglas de decisién D;, busca-
das como:

Xig
2i)( iq

D*iq:

que en realidad son las probabilidades condicionadas X, de la decisién
a tomar segun el saldo inicial i. Como no hay més que una variable X,
positiva para cada i, tampoco habra mas que una X, positiva y las D*;
tomaran valor 0 6 1.
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2. EL MODELO ESTACIONAL

En el modelo explicado se consideran estacionarias la funcién de pro-
babilidad de los cambios netos de caja, las funciones de demanda, etc.
Este hecho era el que permitia utilizar —en horizonte temporal infini-
to— las relaciones de equilibrio de un proceso de Markov. En la realidad
ocurre pocas veces que las funciones séan estacionarias. Un caso corrien-
te es el de una demanda variable de un mes a otro y como consecuencia
seran variables también los cambios netos de caja. Cuando la demanda
es estacional, ésta varia de un periodo a otro, pero luego se repite el mis-
mo esquema oira vez, tendra carécter ciclico. Esto permite considerar
que hemos llegado a un estado de equilibrio para el ciclo completo, aun-
que dentro de un ciclo la demanda sea variable de un periodo a otro y
podemos considerar las funciones estacionarias para cada uno de los
periodos de que consta un ciclo. Explicaremos a continuacién cémo se
puede transformar el modelo de Ghellinck-Eppen para ser aplicable en
este ‘caso.

Dividimos el ciclo completo en % periodos, donde la funcién de pro-
babilidad de los cambios netos de caja sea distinta, pero estacionaria,

.dentro .de cada. periodo. Podemos entonces formular un modelo para

cada uno de los perfodos y después unirlos en uno solo, es decir, formu-
lamos un modelo como el ya explicado en ¢l apartado anterior para cada
periodo y después hay que efectuar la unificacién. Para ello hace falta
en primer lugar introducir otro subindice, simbolizado con #, en las va-
riables de decisién, los coeficientes y las probablhdades de tran51c1on,
donde la % indica el periodo correspondiente (=1, 2, ..., ®).

Después seguiremos con las modificaciones en el modelo mismo. Nos
detendremos ahora para fijarnos en la restriccién:

2 Xi—a5Z, pi(@) X1y =6

El primer término indica la probabilidad de encontrarse en el estado j
al final del periodo y el segundo la probabilidad de, empezando el periodo
en el estado i, llegar al estado j al final del mismo. Como la probabilidad
de encontrarse en el estado j al final del periodo es la probabilidad de
empezar el siguiente perfodo en este mismo estado, podemos ligar los
modelos de un periodo a otro para que al final tengamos un solo modelo

Lan A P PRSI 4

Las restricciones quedaraii:

ZqX nig— 0Bi2g X t-igPnii(q) =PBnj
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~ donde el subindice % indica el periodo con A=1, ..., n. Como el ciclo
vuelve a repetirse tenemos que cuando llegado al dltimo periodo del ci-
clo, h=mn, éste es el inicial del primer periodo del ciclo que viene y, por
tanto, tenemos que A en este caso es igual a 0 también. El namero de
restricciones serdan kX1 y el nimero de variables 2 XiX g, es decir, hemos
aumentado el nimero de restricciones y variables del modelo original
con un multiplo de A.

En el modelo original se definen las §8; como valores arbitrarios, los
cuales deben cumplir la condicién de que su suma debe ser la unidad.
Como en el modelo modificado, cada periodo tiene en realidad su propio
modelo, debemos definir para cada uno de los periodos sus f;, de tal
manera que se cumpla esta condicién. Por tanto, definimos para cada
periodo un $4 que cumple:

ZBn=1 Vh

Recordamos que esta ecuacién no se incluye como restriccién en el
modelo, sino cuando fijamos arbitrariamente los valores de las fs; nos
aseguramos de que ésta se cumple.

En cuanto a la funcién objetivo habra que sumar los costes para to-
dos los periodos del ciclo y, por tanto, quedara:

(Min) Z=%,2:%; CnigXnig

En los modelos de demanda estacionaria una condicién a cumplir era
que la duracién de los periodos tenia que ser la misma para todos. En el
modelo de demanda variable estacional, no es necesario que los perfodos
de este ciclo sean todos iguales. Es perfectamente posible tener una fun-

_cién de cambios netos de caja, por ejemplo, durante un mes, otra deman-
da durante dos meses, otra durante cinco meses, etc., pero es necesario
que el mismo esquema vuelva otra vez. Evidentemente, el valor de los
parametros siempre tiene que corresponder a la duracién del periodo en
consideracién.

3. MODELO DE TRES ALTERNATIVAS FINANCIERAS

El modelo original de dos alternativas financieras se puede ampliar
para incluir més alternativas. Explicaremos el caso de una alternativa

14
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| adicional, ya que el procedimiento serd andlogo para la inclusién de mas

alternativas. Como alternativas financieras tomamos:

~— dinero en efectivo;

— titulos a corto plazo con bajo interés, poco riesgo, costes de
transaccién bajos;

— titulos a largo plazo con mayor interés, mayor riesgo, costes de
transaccién maés altos.

Como variable de estado manténemos el saldo de caja inicial de un

‘periodo. Las alternativas de decisién g eran las decisiones de cambiar el

nivel del saldo de caja. Indican sélo la cantidad global de la variacién,
pero no la alternativa financiera elegida para tal fin. Por ese motivo
definimos ahora un conjunto de alternativas de decisién g’; para la alter-
nativa titulos a corto plazo y otro conjunto q”; para la alternativa titulos
a largo plazo. En consecuencia, debemos definir dos conjuntos de varia-
bles de decisién, X'y y X", para la alternativa titulos a corto y largo
plazo, respectivamente. Esto implica que para cada estado inicial i, al
tomar una decisién g diferenciamos a través de qué alternativa finan-
ciera se efectuia la variacién en el saldo de caja. De esta manera aumenta
el ndmero de variables al doble (2XiXgq), pero se mantiene constante

el ntimero de restricciones (i), ya que el niimero de estados iniciales del
saldo de caja no varia.
Las restricciones serédn:

2 (X g+ X" 1) —0ZiZg (X'igpii(q) +X"igp:i(q)) =B;
Xig, X g2 0 Zfi=1

No parece plausible que la funcién de probabilidad de los cambios
netos de caja varfa para una alternativa financiera a otra y, por tanto,
mantenemos la misma para ambas. En caso de querer d1ferenc1ar1as
sustituimos p;;(q) por pii(q") y pi(g”), respectivamente.

Como en la solucién 6ptima no aparece mis que una variable de deci-
sién positiva para cada estado inicial i, éste indicara no sélo la cantidad
a transferir, sino también la alternativa financiera a utilizar.

La funcién objetivo sera:

(Min) Z=3%2, (C'1gX 194 C" 15X " 14)

donde Cy y C”;, son los costes asociados a los titulos a corto y largo
plazo; respectivamente. Los coeficientes incluyen los tres componentes
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de los costes que vimos anteriormente, los de transaccién, de oportuni-
dad y de penalizacién. Los primeros dos seran distintos segin la alter-
nativa financiera elegida. Los costes de transaccién son mas altos. para
los titulos a largo que a corto plazo. No debemos tener en cuenta sélo
los costes explicitos de efectuar las transacciones, como, por ejemplo, las
comisiones pagadas a los fedatarios publicos, sino también se debe in-
cluir los costes administrativos y similares en este componente.

Como tratamos cada alternativa independientemente, el coste de opor-
tunidad coincide con los intereses perdidos en no invertir en la alterna-
tiva correspondiente, La rentabilidad de los titulos a largo plazo es més
alta, pero también el riesgo, que se podia incluir en el coeficiente.

En cambio, los costes de penalizacién pueden ser iguales para ambas
alternativas. Puede ser un coste implicito o subjetivo fijado por la em-
presa o un coste explicito que indica el coste unitario de conseguir
fondos extraordinarios en caso de necesidad.

En este modelo los costes de transaccién deben ser mayores para los
titulos a largo plazo, ya que en caso contrario la diferencia entre ambas
alternativas estriba sélo en los costes de oportunidad, que son mayores
para los titulos a largo plazo y se elegiré ésta como alternativa al dinero
en efectivo y el modelo se transforma en uno de dos alternativas finan-
cieras. Las relaciones que deben mantener los componentes de los costes
para evitar la transformacién de un modelo de tres a dos alternativas
esta explicado en el modelo de tres alternativas financieras de Eppen-
Fama (15).

En este modelo podemos también incluir la estacionalidad de manera
analoga de lo visto anteriormente y el modelo completo seré:

(Min) Z :Eh (Eiqu’hin/hiq + Eiqu”hin”hiq)
sujeto a:

Zy (X'njg+X"1ig) — 00 (B2 X tn-ia"nii(q) +
+2Z X h-1yigP'i1(@)) = B Vh,j
X'nig) X nig = 0 ZiBn=1 Vh

p'uij(g) =funcién de probabilidad de llegar al estado j desde el estado i
tomando la decisién q. Habra tantas 1 como periodos en que hagamos
dividido el ciclo completo.

(15) Ver nota 8.
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Vemos que la formulacién del modelo facilmente se puede ampliar
a tener en cuenta mds alternativas financieras. Para ello basta incluir
otro conjunto de alternativas de decisién q'"';, ¢””: ... con los correspon-
dientes variables y coeficientes en el modelo. Como no hay nunca més
que una variable de decisién positiva para cada estado inicial i, la solu-
cién 6ptima indicard siempre la alternativa g a elegir y ademads la alter-
nativa financiera a utilizar para tal fin. No obstante, hay que procurar
que en caso de ampliacién a mas alternativas ninguna domina a otra,
ya que en este caso el modelo se puede reducir.

4. CONCLUSIONES

El presente modelo demuestra cémo, de manera relativamente senci-
lla, se puede ampliar un modelo de saldo de caja a incluir varias alter-
nativas financieras, sin que por ese motivo el método de resolucién se
complique de tal manera que se haga imposible solucionarlo. Aunque en
una aplicacién practica el modelo tendrd muchas variables, hoy en dia
no es ningtn impedimento para solucionar un modelo de programacién
lineal. La ventaja de poder incluir varias alternativas financieras y ade-
maés la estacionalidad en los cambios netos. de caja es que permite ob-
tener un modelo mas concorde con la realidad en las empresas. Sin em-
bargo, la dificultad en muchos de los modelos mds completos y mas
realistas estd en su método de resolucién, que no siempre es facil de
encontrar. En cambio, el modelo aqui explicado tiene la ventaja de que
tanto sirve para la formulacién tedrica del modelo como para su resolu-
cién, y por ser un modelo de programacion lineal facilmente aplicable.



